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中文摘要 

功能安全應用在多個工業領域是一項重要的研究，系統安全的函

數功能包含了建立模型、數值分析、參數最佳化及可靠度評估等。可

靠性參數最佳化有兩個傳統方法：改良型可靠度指標法(MRIA)與表現

量測法(PMA)，國內外學術與業界皆廣泛使用兩方法來尋找滿足系統

可靠度範圍的最佳設計參數。可靠度指標法在最佳化的過程中能穩定

地找到最佳參數，而表現量測法具有較高的計算效率。本研究研發了

混合可靠度法(HRA)，整合兩個傳統方法的優點於一身。透過可靠度

分析的基本公式及兩傳統方法在最佳化過程中的特性，本研究推導出

一個選擇因子，在最佳化過程中挑選最適合的演算法進行可靠度分

析。幾個非線性數學問題的結果說明了混合可靠度法能夠穩定且高效

地找到最佳可靠性參數，本研究方法將適用於各種功能安全應用。 
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Abstract 

Two Reliability-Based Parameter Optimization (RBPO) methods, 

Modified Reliability Index Approach (MRIA) and Performance Measure 

Approach (PMA), have been widely utilized to find the optimal parameter 

settings in various applications under uncertainty.  MRIA can stably find 

the optimal solutions during the optimization processes; however, PMA 

requires fewer computational calculations than MRIA.  A selection factor 

has been derived based on the optimality conditions of both algorithms 

and a Hybrid Reliability Approach (HRA) has been developed to merge 

their advantages together.  Some numerical examples have been used to 

compare the performances of the proposed and the existing methods.  It 

is expected that the HRA can be embedded to any functional safety 

applications to improve the system reliability and to maintain acceptable 

stability. 
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壹、計畫緣起與目的 

工程應用的驗證與核對過程(Data Validation and Reconciliation; 

DVR)中，使用資訊與數學方法自動化量測與修正功能應用的重要函數

與參數，DVR 從原始量測數據中擷取準確及可靠的有用資訊，用來建

立具有高度穩定性的資訊集合以代表實際應用運作的過程。 

工業生產過程（如化學、化工、煉油、石油、天然氣等生產工廠，

或是發電廠的熱力學過程）具有下列兩重要要素：（一）反映過程總體

結構的數學模型、（二）反映任意時間的過程狀態的資料與數據。數學

模型可以包含許多不同層次的資訊，例如：能量平衡的物理現象、質

能之間的轉換定則，任何物理現象皆能以數學函數的方式表示。工程

應用的重要參數為系統設計的控制變量，關鍵目標指標為系統的設計

目標函數，而其他符合物理原則、經濟效益等的規則指標則為系統設

計的限制函數。 

功能安全應用在多個工業領域皆是一項重要的研究，系統安全的

函數功能包含了建立模型、數值分析、參數最佳化及可靠度評估等，

其中可靠度的評估攸關於系統應用的安全性。在各類工業應用中，設

計不確定性的存在是無可避免的。傳統的設計最佳化演算法在限制條

件範圍中改變設計變量，試圖找到可行範圍中的最佳設計目標。然而

傳統最佳化演算法並未考慮設計不確定性，因此系統的失效機率可能

高至百分之五十以上。 
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圖一、感測器、終端元素、安全儀表系統、安全儀表函數及可靠性最

佳參數控制之間的關係 

 

一、可靠性參數最佳化（Reliability-Based Parameter Optimization; 

RBPO） 

傳統可靠性參數最佳化有兩個傳統方法：改良型可靠度指標法

(MRIA) [1-3] 與表現量測法(PMA) [4]，國內外學術與業界皆廣泛使用

兩方法來尋找滿足系統可靠度範圍的最佳設計參數[5-7]。可靠性最佳

化設計的基本設計公式為： 

 
Min

d
y d 

s.t. P gi X   0  Pf ,i i 1� n
 

上述公式中的機率計算需要大量的函數分析次數： 

 P g X   0  f x d x
g0  

雖然能夠準確地評估限制條件失效機率，但是計算效率過低[8-12]，因
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此需要更高效率的近似可靠度分析演算法。 

 

 

(a) 

 

 

(b) 

 

圖二、可靠性參數最佳化基本知識：(a)未使用可靠性分析時失效率過

高、(b)目標推導可靠性限制條件即能控制失效率 

 (一)改良型可靠度指標法（Modified Reliability Index Approach; 
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MRIA） 

可靠度指標法先計算設計點在標準常態設計空間 (Standard 

Normal Space)中其至限制條件的距離，即安全係數的概念。該設計距

離稱作可靠度指標(Reliability Index)，計算方式為 

 
i


u
i
* 

ui
g

i
u

i
* 


u
g u

i
* 

 

其中ui
*叫做最可能失效點，即標準常態分布空間中在限制條件邊界上

離設計變量最近的設計點。根據可靠度指標值的計算，失效機率的計

算為 

 P g
i

X   0  
i   

其中為累積分布機率計算函數(Cumulative Distribution Function)。將

原始設計最佳化問題轉換至機率指標空間，即使用反累積分布運算

1，原始設計問題變成： 

 

   

Min
d

y d 
s.t. 

i
d    f ,i

i 1...n
 


f ,i
即為容許可靠度指標。將可靠度指標代入並執行線性展開，該機

率性限制函數近似為下列函數： 

 
ui

* ui
gi ui

* 
ui

gi ui
* 

 d  d k    d gi ui
* 

ui
g ui

* 
  f ,i  

可靠度指標法的計算需要較高的運算量，但是具有高度的穩定性及準

確性。 

 

(二)表現量測法（Performance Measure Approach; PMA） 

反之，表現量測法[5-7, 13]採用較高效率的運算，來找尋設計變量
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周圍容許可靠度半徑上的最可能失效目標點ui
#，並評估設計的可能最

差表現值，只要可能最差表現值滿足容許範圍，此設計具有足夠的可

靠性。表現量測值的評估方式[4]如下： 

 
   


i
d   F

gi

1 1 
f ,i

    

F
gi
是限制條件函數值低於的機率。根據表現量測的分析方式，原始

設計最佳化問題轉型為： 

 

   

Min
d

y d 
s.t. 

i
d   0 i 1...n

 

將最可能失效目標點代入並線性展開，因此得到近似機率性限制函數： 

 gi ui
#   d  d k   d gi ui

#   0  
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貳、研究方法與過程 

一、表現量測法的不穩定性 

表現量測法的反可靠度分析中，無法永遠保證最可能機率設計點

落在極限邊界 g
i

u
i   0上，因此有可能在不可行區域(Infeasible Space)

找到設計點，然後不可行區域中的分析在許多狀況下是無法取得的，

強制計算或評估的後果是系統無法承擔的或不可容許的。表現量測法

雖然具有較高效率的最可能機率設計點迭代過程[14]，其不穩定性卻

是系統分析中的不安定因子，必須研發新的演算法將其不安定的問題

解決。 

在可靠度參數設計中，能夠避免不適當的可靠度分析是很重要

的，因為不適當的分析可能遭致最佳化過程的不穩定或是迭代過程的

效率降低。Youn 等人[15]曾使用決定性最佳化設計點作為可靠性最佳

化設計過程的初始點，然而仍然不能確保最可能失敗目標點落在可行

域當中。因此本計劃研究的一項重要目標就是解決表現量測法不穩定

的問題，第二目標是如何承襲表現量測法的高效率迭代過程，第三目

標則是希望利用可靠度指標法的穩定迭代過程來彌補表現量測法的不

足。 
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二、混合可靠度法（Hybrid Reliability Approach; HRA） 

本研究研發了混合可靠度法(HRA)，整合兩個傳統方法的優點於

一身。透過可靠度分析的基本公式及兩傳統方法在最佳化過程中的特

性，本研究推導出一個選擇因子，在最佳化過程中挑選最適合的演算

法進行可靠度分析。當設計變量接近最佳解時，MRIA 與 PMA 的近

似限制條件收斂於同一限制函數，故下列兩方程式相等： 

 
ui

* ui
gi ui

* 
ui

gi ui
* 

  f ,i  d d k    d gi ui
* 

ui
g ui

* 
 0 

 
gi ui

# 
ui

g ui
# 

 d  d k    d gi ui
# 

ui
g ui

# 
 0 

另外，因為d gi ui
*   d gi ui

# ，推導出下列方程式： 

 
gi ui

# 
ui

g ui
# 


ui

* ui
gi ui

* 
ui

gi ui
* 

  f ,i  0 

依設計變量進行函數與梯度近似，定義下列選擇因子： 

 Si 
gi 0 
ui

g 0 
 f ,i  

當S
i
接近零時，MRIA 與 PMA 的近似機率性函數幾乎達到收斂，故

使用效率較高的 HRA；當選擇因子為負值，設計變量落在可行域，本

演算法假設可行區域全為有限(finite)，因此建議使用效率高的 PMA；

若選擇因子為正值，設計變量落在不可行域，限制函數可能為高度非

線性或甚至無限(infinite)，故建議使用穩定性高的 MRIA，以確保能順

利找到最可能失效點。圖三說明了兩個演算法的不同之處，圖四示範

了所有可能發生的狀況，其中子圖(a)建議使用效率較高的 PMA，而

在子圖(b)的狀況下建議使用穩定性高的 MRIA，因此本研究研發的
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HRA 能夠兼具兩個演算的優點：高效且穩定。 

HRA 的迭代過程如下：在每次迭代的初始步驟，先評估每個限制

條件的選擇因子Si，若選擇因子為正值，使用穩定的 MRIA；反之，

使用高效的 PMA。反覆此迭代步驟，直到收斂為止。HRA 使用的選

擇因子計算不需要使用額外的函數運算，因為 g
i

0 及
ui

g 0 在兩可

靠度分析法中皆已計算。 

 

 

 

圖三、RIA 與 PMA 尋找最可能失效點的不同之處 
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1x

2x

 
 
0

for the conditions of 
0 f

g

g







 
 
0

boundary of 
0 f

g

g







1x2x 2d#
2d 1d #

1d

 limit state 0g x

 feasible region 0g x

 infeasiable region 0g x

-circlesf

 

(a) 

 

圖四、基於選擇因子挑選適當演算法執行可靠性最佳化：(a)選擇 PMA

的狀況、(b)選擇 MRIA 的狀況 
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*
4d

*
3d

1x2x
4d

3d

1x

2x

 
 
0

for the conditions of 
0 f

g

g







 limit state 0g x

 feasible region 0g x

 infeasiable region 0g x

 
 
0

boundary of 
0 f

g

g






 

(b) 

 

圖四、基於選擇因子挑選適當演算法執行可靠性最佳化（Continued）：

(a)選擇 PMA 的狀況、(b)選擇 MRIA 的狀況 
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參、主要發現與結論 

本研究計畫研發的 HRA 為一個標準可靠性最佳化設計演算法，

適用於各種功能安全應用函數中，且能延伸至其他不同最可能失效點

分析法：進階均值分析法[9]、一階可靠度分析法[1, 2]、二階可靠度分

析法[12]、混合均值分析法[14]、進階混合均值分析法[6]。另外，HRA

也能用來延伸至其他可靠性最佳化設計演算法：限制函數平移法

[16-18]、變量平移法[19]。HRA 亦能用於非常態分析數學模型[20]上。 

 

一、非線性數學問題的驗證 

本研究使用了幾個非線性數學問題[3, 17, 18, 20-25]驗證混合可靠

度法的效能。算例一的題目為： 

 

Min
d

y d   d
1
 d

2

s.t. P
i

g
i

X   0  P
f

i 1...3

0  d
j
10 j 1,2

 

其中 

 g
1

X  1
X

1
2 X

2

20
 

 g
2

X  1
X

1
 X

2
5 2

30


X
1
 X

2
12 2

120
 

 
   
g

3
X  1

80

X
1
2 8X

2
5

 

容許失效機率定義為 0.13%，即三標準差設計。隨機設計變量的標準

差分別為 
1
,

2
  0.3,0.3 。子迭代過程的最大迭代次數為五，最佳

化迭代過程的終止條件為目標函數的誤差低於103。 
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第二算例的題目為： 

 

   

Min
d

y d 
s.t. P

i
g

i
X   0  5% i 1...3

d
1
 2, 7 , d

2
 0.5, 5.5 


1
,

2
  0.5, 0.5 

 

其中 

 y d   
d

1
 d

2
10 2

30


d
1
 d

2
10 2

120
 

 g
1

X  1
X

1
2 X

2

20
 

 
g

2
X   1 0.9063X

1
0.4226 X

2
6 2

 0.9063X
1
0.4226 X

2
6 3

0.6 0.9063X
1
0.4226 X

2
6 4

 0.4226X
1
0.9063X

2 
 

 
   
g

3
X  1 80

X
1
2 8X

2
5

 

其他最佳化設計如同算例一。 

在設計空間中採用了 400 個設計初始點，分別使用 MRIA、PMA

及 PMA 三個方法來解決算例一與算例二兩個問題，圖五與圖六顯示

了數學算例一與二的最佳參數設計點，圖七與圖八顯示了兩個算例的

結果。我們發現MRIA一般而言使用較高的電腦計算量(Function Count; 

FC)，但具有高度的穩定性，因為限制條件違背累積量(Sum of Violation; 

SOV)極低；PMA 效率較高，使用較低的電腦計算量，但是其有時候

無法正常收斂；因此本研究採用 HRA，其效率等如 PMA 般高，且其

穩定性如同 MRIA 一般。此結果說明了混合可靠度法能夠穩定且高效

地找到最佳可靠性參數，本研究方法將適用於各種功能安全應用。 
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圖五、數學算例一的可靠性最佳參數設計點 
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圖六、數學算例二的可靠性最佳參數設計點 

 

 



 15

 

 

 

 

圖七、數學算例一的結果 

 



 16

 

圖八、數學算例二的結果 

 

二、結論與討論 

本研究計畫除了回顧了兩個傳統的可靠度參數最佳化演算法：可

靠度指標法與表現量測法，研發了混合可靠度法，囊括了兩個傳統演

算法的優點：可靠度指標法的高穩定性及表現量測法的高計算效率。

混合可靠度法的計算方式雖包含了額外的選擇因子計算，但是並不需

要額外的函數運算量。由兩個非線性數學算例的驗證中，我們發現混

合可靠度法不但具備了可靠度指標法的高度穩定性，且效率可以媲美

表現量測法。 
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